
แคลคูลัสเบ้ืองตน

หนวยการเรียนรูที่ 2

ผลการเรียนรู

ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันท่ีกําหนดให

หาอนุพันธของฟงกชันพีชคณิตที่กําหนดให และนําไปใชแกปญหา

หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันพีชคณิตที่กําหนดให และนําไปใชแกปญหาหาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันพีชคณิตที่กําหนดให และนําไปใชแกปญหา



ในการสงจรวดขึ้นไปยังอวกาศ จะตองใชแรงขับเคลื่อนที่สูงมาก

และตอเนื่องเพ่ือเอาชนะแรงโนมถวง โดยจะตองมีการเผาไหม

เชื้อเพลิง ทําใหมวลของจรวดลดลงตามเวลาที่ เชื้อเพลิงถูก     

เผาไหม และทําใหเกิดความเรงที่สูงมากในการเคลื่อนที่ของจรวด

ในการสงจรวดขึ้นไปยังอวกาศ จะตองใชแรงขับเคลื่อนที่สูงมาก

และตอเนื่องเพ่ือเอาชนะแรงโนมถวง โดยจะตองมีการเผาไหม

เชื้อเพลิง ทําใหมวลของจรวดลดลงตามเวลาที่ เชื้อเพลิงถูก     

เผาไหม และทําใหเกิดความเรงที่สูงมากในการเคลื่อนที่ของจรวด

ในการสงจรวดขึ้นไปยังอวกาศ จะตองใชแรงขับเคลื่อนที่สูงมาก

และตอเนื่องเพ่ือเอาชนะแรงโนมถวง โดยจะตองมีการเผาไหม

เชื้อเพลิง ทําใหมวลของจรวดลดลงตามเวลาที่ เชื้อเพลิงถูก     

เผาไหม และทําใหเกิดความเรงที่สูงมากในการเคลื่อนที่ของจรวด

ในการสงจรวดขึ้นไปยังอวกาศ จะตองใชแรงขับเคลื่อนที่สูงมาก

และตอเนื่องเพ่ือเอาชนะแรงโนมถวง โดยจะตองมีการเผาไหม

เชื้อเพลิง ทําใหมวลของจรวดลดลงตามเวลาที่ เชื้อเพลิงถูก     

ในการสงจรวดขึ้นไปยังอวกาศ จะตองใชแรงขับเคลื่อนที่สูงมาก

และตอเนื่องเพ่ือเอาชนะแรงโนมถวง โดยจะตองมีการเผาไหม

เชื้อเพลิง ทําใหมวลของจรวดลดลงตามเวลาที่ เชื้อเพลิงถูก     

ในการสงจรวดขึ้นไปยังอวกาศ จะตองใชแรงขับเคลื่อนที่สูงมาก

และตอเนื่องเพ่ือเอาชนะแรงโนมถวง โดยจะตองมีการเผาไหม

เชื้อเพลิง ทําใหมวลของจรวดลดลงตามเวลาที่ เชื้อเพลิงถูก     



ซ่ึงมาจากกฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน โดย ซ่ึงมาจากกฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน โดย 

แรงขับเคล่ือนของจรวดหาไดจากสูตร แรงขับเคล่ือนของจรวดหาไดจากสูตร 

คือ มวลและความเร็วของวัตถุ ตามลําดับ คือ มวลและความเร็วของวัตถุ ตามลําดับ 

ซ่ึงมาจากกฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน โดย 

แรงขับเคล่ือนของจรวดหาไดจากสูตร 

คือ มวลและความเร็วของวัตถุ ตามลําดับ 

ซ่ึงมาจากกฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน โดย และ ซ่ึงมาจากกฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน โดย และ 

แรงขับเคล่ือนของจรวดหาไดจากสูตร แรงขับเคล่ือนของจรวดหาไดจากสูตร 

คือ มวลและความเร็วของวตัถุ ตามลําดับ คือ มวลและความเร็วของวตัถุ ตามลําดับ 

ซ่ึงมาจากกฎการเคลื่อนที่ของนิวตัน โดย และ 

แรงขับเคล่ือนของจรวดหาไดจากสูตร 

คือ มวลและความเร็วของวตัถุ ตามลําดับ 

เราจะนําความรู

เก่ียวกับแคลคูลสั

มาหาแรงขับเคลื่อน

ของจรวดไดอยางไร

เราจะนําความรู

เก่ียวกับแคลคูลสั

มาหาแรงขับเคลื่อน

ของจรวดไดอยางไร

เราจะนําความรู

เก่ียวกับแคลคูลสั

มาหาแรงขับเคลื่อน

ของจรวดไดอยางไร



กอนที่เราจะศึกษาความรูเกี่ยวกับแคลคูลัส

เราไปทบทวนความรูที่นาํมาใชในเร่ืองแคลคูลัสกันกอนเลยคะ

ฟงกชนัเชิงเสน คือ ฟงกชนัที่อยูในรูป 

กรณี จะไดฟงกชันที่อยูในรูป กรณี จะไดฟงกชันที่อยูในรูป 
เสนตรงที่ขนานแกน 

กอนที่เราจะศึกษาความรูเกี่ยวกับแคลคลูสั

เราไปทบทวนความรูที่นํามาใชในเร่ืองแคลคูลัสกนักอนเลยคะ

เมื่อ และ เปนจํานวนจริง ซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรง

จะไดฟงกชันที่อยูในรูป เรียกฟงกชันนี้วา ฟงกชันคงตัว ซ่ึงมีกราฟเปนจะไดฟงกชันที่อยูในรูป เรียกฟงกชันนี้วา ฟงกชันคงตัว ซ่ึงมีกราฟเปน



ฟงกชนักําลังสอง คือ ฟงกชันที่อยูในรูป 

และ            ซ่ึงเรียกกราฟของฟงกชันกําลังสองวา พาราโบลา

จากรปู จะเห็นวา ถา            กราฟเปนเสนโคงเปดขึ้นดานบน

ถา            กราฟเปนเสนโคงเปดลงดานลาง

เมื่อ และ เปนจํานวนจริงใด ๆ

และ            ซ่ึงเรียกกราฟของฟงกชันกําลังสองวา พาราโบลา

จากรปู จะเห็นวา ถา            กราฟเปนเสนโคงเปดขึ้นดานบน

ถา            กราฟเปนเสนโคงเปดลงดานลาง



ให เปนเสนตรงที่ผานจุด และจุด โดยที่ ความชันของเสนตรง คือ



นักเรียนพรอมหรือยังคะ 

ถาพรอมแลวไปกันเลย 

ตอไปเราจะไดศึกษาเร่ืองราวเกี่ยวกับลิมิตวามีอะไรบาง

นักเรียนพรอมหรือยังคะ ?

ถาพรอมแลวไปกันเลย 

ตอไปเราจะไดศึกษาเร่ืองราวเกี่ยวกับลิมิตวามีอะไรบาง



อันดับแรก เราจะศึกษาความสัมพันธอันดับแรก เราจะศึกษาความสัมพันธอันดับแรก เราจะศึกษาความสัมพันธ

ของฟงกชันของฟงกชัน

อันดับแรก เราจะศึกษาความสัมพันธ

ระหวางกราฟและลิมิต

ของฟงกชันกันกอนนะคะ

อันดับแรก เราจะศึกษาความสัมพันธ

ระหวางกราฟและลิมิต

ของฟงกชันกันกอนนะคะ

อันดับแรก เราจะศึกษาความสัมพันธ

ระหวางกราฟและลิมิต

ของฟงกชันกันกอนนะคะ



จากกราฟ นักเรยีนสังเกตหรือไมวา

ถาคาของ เขาใกล 

แลวคาของ หรือคาของฟงกชันจะเขาใกลคาใด

ของฟงกชันของฟงกชัน

จากกราฟ นักเรยีนสังเกตหรือไมวา

หรือคาของฟงกชันจะเขาใกลคาใด



ของฟงกชันของฟงกชัน



ของฟงกชันของฟงกชัน

 ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล  ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล  ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล 

 ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล  ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล  ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล 

 ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล  ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล  ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล  ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล  ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล  ใหหาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ เขาใกล 

จากกราฟ จะเห็นวา  

เมื่อคาของ เขาใกล ทางดานซาย 
จะไดวา คาของ จะเขาใกล 

เมื่อคาของ เขาใกล ทางดานขวา 
จะไดวา คาของ จะเขาใกล 

ดังนั้น ลิมิตของฟงกชนั เทากบั เมื่อ เขาใกล 
 



ของฟงกชันของฟงกชัน

จากกราฟ จะเห็นวา

เมื่อคาของ เขาใกล  ทางดานซาย 

จะไดวา คาของ จะเขาใกล 
เมื่อคาของ เขาใกล  ทางดานขวา 

จะไดวา คาของ จะเขาใกล 

ดังนั้น ลมิิตของฟงกชัน เทากบั  เมื่อ  เขาใกล 

เมื่อคาของ เขาใกล  ทางดานซาย 

จะไดวา คาของ จะเขาใกล 

เมื่อคาของ เขาใกล  ทางดานขวา 

จะไดวา คาของ จะเขาใกล 

เนื่องจากฟงกชัน ไมนิยามที่ 

แตลิมิตของฟงกชัน ยังคงเทากบั  เมื่อ เขาใกล 

เนื่องจากฟงกชัน ไมนิยามที่ 

แตลิมิตของฟงกชัน ยังคงเทากบั  เมื่อ เขาใกล 



จากตัวอยางทั้งสอง 

เปนไปตามบทนิยามตอไปนี้

กําหนด เปนฟงกชันซึ่งมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจรงิ ถาคาของ 

ของฟงกชันของฟงกชัน

กําหนด เปนฟงกชันซึ่งมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจรงิ ถาคาของ 

เพียงหนึ่งจํานวน เมื่อ  เขาใกล แลวกลาวไดวา ลิมติของ 

เมื่อ อานวา เขาใกล เมื่อ 

เปนฟงกชันซ่ึงมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจรงิ ถาคาของ เขาใกลจาํนวนจรงิ เปนฟงกชันซ่ึงมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจรงิ ถาคาของ เขาใกลจาํนวนจรงิ 

ลิมติของ ที่ เทากับ เขียนแทนดวยสัญลักษณ 

เมื่อ เขาใกล 



จากตัวอยางที่ผานมา นักเรียนสามารถหา

เนื่องจากกราฟของฟงกชันไมซับซอนมากนัก

จากตัวอยางที่ผานมา นักเรียนสามารถหา

เนื่องจากกราฟของฟงกชันไมซับซอนมากนัก

จากตัวอยางที่ผานมา นักเรียนสามารถหา

เนื่องจากกราฟของฟงกชันไมซับซอนมากนัก

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับ

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับ

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับ

ของฟงกชันของฟงกชัน

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับ

ลิมิตของฟงกชนัได ดังนี้

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับ

ลิมิตของฟงกชนัได ดังนี้

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับ

ลิมิตของฟงกชนัได ดังนี้

จากตัวอยางที่ผานมา นักเรียนสามารถหาลิมิตของฟงกชนัได

เนื่องจากกราฟของฟงกชันไมซับซอนมากนัก

จากตัวอยางที่ผานมา นักเรียนสามารถหาลิมิตของฟงกชนัได

เนื่องจากกราฟของฟงกชันไมซับซอนมากนัก

จากตัวอยางที่ผานมา นักเรียนสามารถหาลิมิตของฟงกชนัได

เนื่องจากกราฟของฟงกชันไมซับซอนมากนัก

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตมาชวยหา

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตมาชวยหา

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตมาชวยหา

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตมาชวยหา

ของฟงกชนัได ดังนี้

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตมาชวยหา

ของฟงกชนัได ดังนี้

แตถาเปนฟงกชนัที่มีความซับซอนมากกวานี้

นักเรียนสามารถใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตมาชวยหา

ของฟงกชนัได ดังนี้



ทฤษฎีบท 1

และ เปนฟงกชันที่มีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง

เมื่อ เปนคาคงตัวใด ๆ

โดยที่         และ    เมื่อ และ 

ของฟงกชันของฟงกชัน

เมื่อ

เมื่อ เปนคาคงตัวใด ๆ

เปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง
และ เปนจํานวนจริงใด ๆ จะไดวา                         

เปนคาคงตัวใด ๆ



ทฤษฎีบท 1

และ เปนฟงกชันที่มีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง

ของฟงกชันของฟงกชัน

โดยที่         และ    เมื่อ และ 

เมื่อ

เมื่อ

เปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง
และ เปนจํานวนจริงใด ๆ จะไดวา                         



ใหหาคาของ

ของฟงกชันของฟงกชัน

ดังนั้น

ทฤษฎีบทขอ  และ ทฤษฎีบทขอ  และ ทฤษฎีบทขอ  และ 

นักเรียนสามารถนาํทฤษฎีบทเกี่ยวกับลิมิต

แตละขอมาชวยในการหาลิมิต

ของฟงกชันได ดังนี้

ทฤษฎีบทขอ ทฤษฎีบทขอ ทฤษฎีบทขอ 

ทฤษฎีบทขอ  และ ทฤษฎีบทขอ  และ ทฤษฎีบทขอ  และ 



ใหหาคาของ

ของฟงกชันของฟงกชัน

ดังนั้น

ทฤษฎีบทขอ    และ  ทฤษฎีบทขอ    และ  ทฤษฎีบทขอ    และ  

ทฤษฎีบทขอ  ทฤษฎีบทขอ  ทฤษฎีบทขอ  

ทฤษฎีบทขอ    และ  ทฤษฎีบทขอ    และ  ทฤษฎีบทขอ    และ  

ทฤษฎีบทขอ      และ  ทฤษฎีบทขอ      และ  ทฤษฎีบทขอ      และ  

ทฤษฎีบทขอ      และ  



จากทฤษฎีบทเกีย่วกับลิมิต

ทําใหนักคณิตศาสตรสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับ

การหาลิมิตของฟงกชนัพหุนามและ

จากทฤษฎีบทเกีย่วกับลิมิต

ทําใหนักคณิตศาสตรสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับ

การหาลิมิตของฟงกชนัพหุนามและ

จากทฤษฎีบทเกีย่วกับลิมิต

ทําใหนักคณิตศาสตรสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับ

การหาลิมิตของฟงกชนัพหุนามและ

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

เกี่ยวกับลิมิตขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิ

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

เกี่ยวกับลิมิตขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิ

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

เกี่ยวกับลิมิตขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิ

ของฟงกชันของฟงกชัน

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

เกี่ยวกับลิมิตขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิ

ของฟงกชันพหุนามและฟงกชันตรรก

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

เกี่ยวกับลิมิตขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิ

ของฟงกชันพหุนามและฟงกชันตรรก

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

เกี่ยวกับลิมิตขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิ

ของฟงกชันพหุนามและฟงกชันตรรก

ลิมิตขางตน 

ทําใหนักคณิตศาสตรสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับ

ของฟงกชนัพหุนามและฟงกชันตรรกยะ 

ลิมิตขางตน 

ทําใหนักคณิตศาสตรสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับ

ของฟงกชนัพหุนามและฟงกชันตรรกยะ 

ลิมิตขางตน 

ทําใหนักคณิตศาสตรสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับ

ของฟงกชนัพหุนามและฟงกชันตรรกยะ 

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

ขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิมิต

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

ขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิมิต

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

ขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิมิต

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

ขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิมิต

ฟงกชันตรรกยะ

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

ขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิมิต

ฟงกชันตรรกยะ

นักเรียนทราบหรือไมวา นกัคณิตศาสตรนําทฤษฎีบท

ขอใด มาสรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิมิต

ฟงกชันตรรกยะ



จากทฤษฎีบท  ขอ  และ  ทําใหนักคณิตศาสตร
สรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิมิตของฟงกชนัพหุนามได ดังนี้
จากทฤษฎีบท  ขอ  และ  ทําใหนักคณิตศาสตร
สรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิมิตของฟงกชนัพหุนามได ดังนี้
จากทฤษฎีบท  ขอ  และ  ทําใหนักคณิตศาสตร
สรางทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาลิมิตของฟงกชนัพหุนามได ดังนี้

ทฤษฎีบท 

ของฟงกชันของฟงกชัน

ทฤษฎีบท 

เปนจํานวนจริงใด ๆ แลว                         

ถา                                                                 เปนฟงกชันพหุนาม

ทําใหนักคณิตศาสตร
ของฟงกชนัพหุนามได ดังนี้

ทําใหนักคณิตศาสตร
ของฟงกชนัพหุนามได ดังนี้

ทําใหนักคณิตศาสตร
ของฟงกชนัพหุนามได ดังนี้

เปนฟงกชันพหุนาม



และจากทฤษฎีบท  ขอ 
จะหาลิมิตของฟงกชนัตรรก

และจากทฤษฎีบท  ขอ 
จะหาลิมิตของฟงกชนัตรรก

และจากทฤษฎีบท  ขอ 
จะหาลิมิตของฟงกชนัตรรก

เพื่อใหนักเรียนเขาใจการนาํทฤษฎีบทเกี่ยวกับการหาลิ

ของฟงกชันพหุนามและ

ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้

เพื่อใหนักเรียนเขาใจการนาํทฤษฎีบทเกี่ยวกับการหาลิ

ของฟงกชันพหุนามและ

ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้

เพื่อใหนักเรียนเขาใจการนาํทฤษฎีบทเกี่ยวกับการหาลิ

ของฟงกชันพหุนามและ

ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้

ของฟงกชันของฟงกชัน

ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้

ทฤษฎีบท 

และ เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ 

ถา เปนฟงกชันตรรก

ขอ  และทฤษฎีบท  
ฟงกชนัตรรกยะได ดงันี้

ขอ  และทฤษฎีบท  
ฟงกชนัตรรกยะได ดงันี้

ขอ  และทฤษฎีบท  
ฟงกชนัตรรกยะได ดงันี้

เพื่อใหนกัเรยีนเขาใจการนําทฤษฎีบทเกี่ยวกับการหาลิมิต

ของฟงกชันพหุนามและฟงกชันตรรกยะไปใช 

ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้

เพื่อใหนกัเรยีนเขาใจการนําทฤษฎีบทเกี่ยวกับการหาลิมิต

ของฟงกชันพหุนามและฟงกชันตรรกยะไปใช 

ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้

เพื่อใหนกัเรยีนเขาใจการนําทฤษฎีบทเกี่ยวกับการหาลิมิต

ของฟงกชันพหุนามและฟงกชันตรรกยะไปใช 

ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้ใหศึกษาตัวอยางตอไปนี้

เปนจํานวนจริงใด ๆ ที่ แลว

ฟงกชันตรรกยะ โดยที่ เมื่อ และ เปนฟงกชันพหุนาม 



ใหหาคาของ

ของฟงกชันของฟงกชัน

ดังนั้น

จากฟงกชันตรรกยะ

และ 

นักเรียนคิดวา ถา หาคาไมได แลว 

เมื่อแทน ดวย แลวทําให 

จะไดวา  หาคาไมได

หาคาไมได แลว หาคาไดหรือไม ?



ใหหาคาของ

กําหนด  และ

เมื่อแทน ดวย จะได และ

ของฟงกชันของฟงกชัน

ดังนั้น

เมื่อแทน ดวย จะได และ

สังเกตวา เม่ือนํา มาจัดรูปใหม จะไดวา

นั่นคือ

และ ทําให หาคาไมได

จากคําถามกอนหนานี้ 
เราไปหาคําตอบพรอม ๆ กันเลยคะ

และ ทําให หาคาไมได

เมื่อ



ใหหาคาของ

กําหนด และ

สังเกตวา เม่ือนํา มาจัดรูปใหม จะไดวา

ของฟงกชันของฟงกชัน

ดังน้ัน

สังเกตวา เม่ือนํา มาจัดรูปใหม จะไดวา

นั่นคือ หาคาไมได
จากตัวอยางที่ 

แลว 

เราตองนํา

ซ่ึงหาคาไมได

และ ทําให

เมื่อเมื่อ

จากตัวอยางที่  และ  จะเห็นวา ถา         หาคาไมได

แลว อาจจะหาคาไดหรือหาคาไมได

เราตองนาํฟงกชันตรรกยะมาจัดรูปเพื่อพิจารณาลิมิต

ซ่ึงหาคาไมได



นักเรียนทราบหรือไมวา 

ฟงกชันที่เราไดศึกษามาแลวมีเซตของโดเมนเปนอยางไร

ถานักเรียนยังไมทราบ ใหลองพิจารณาจากฟงกชนัตอไปนี้

ของฟงกชันของฟงกชัน

เมื่อ

เมื่อ

ฟงกชันที่เราไดศึกษามาแลวมีเซตของโดเมนเปนอยางไร

ถานักเรียนยังไมทราบ ใหลองพิจารณาจากฟงกชนัตอไปนี้

นักเรียนคิดวา ฟงกชันทั้งสาม

มีเซตของโดเมนเหมือนหรือ

แตกตางกนัอยางไร ?



และ จะเห็นวา มีโดเมนเปนเซตของจํานวนจริงเพียงเซตเดียว

เมื่อ

เมื่อ
แตจาก จะเห็นวา โดเมนถูกแบงออกเปนสองชวง คือ            และ

เราเรยีกฟงกชัน วา ฟงกชันแบงสวน 

ของฟงกชันของฟงกชัน

ตัวอยางตอไป เราจะมาศกึษาขั้นตอน

การหา

ตัวอยางตอไป เราจะมาศกึษาขั้นตอน

การหา

ตัวอยางตอไป เราจะมาศกึษาขั้นตอน

การหา

จะเห็นวา มีโดเมนเปนเซตของจํานวนจริงเพียงเซตเดียว

จะเห็นวา โดเมนถูกแบงออกเปนสองชวง คือ            และ

ตัวอยางตอไป เราจะมาศกึษาขั้นตอน

การหาลิมิตของฟงกชันแบงสวน

ไปพรอม ๆ กันนะคะ

ตัวอยางตอไป เราจะมาศกึษาขั้นตอน

การหาลิมิตของฟงกชันแบงสวน

ไปพรอม ๆ กันนะคะ

ตัวอยางตอไป เราจะมาศกึษาขั้นตอน

การหาลิมิตของฟงกชันแบงสวน

ไปพรอม ๆ กันนะคะ



วิธีทํา  เนื่องจาก เมื่อ

เมื่อ

เมื่อ
กําหนด

ของฟงกชันของฟงกชัน

วิธีทํา  เนื่องจาก เมื่อ

จะได



 เนื่องจาก เมื่อ

เมื่อ

เมื่อ
กําหนด

ของฟงกชันของฟงกชัน

วิธีทํา  เนื่องจาก เมื่อ

จะได

วิธีทํา



เมื่อ

เมื่อ
กําหนด

ของฟงกชันของฟงกชัน

 เนื่องจากวิธีทํา  เนื่องจาก

หาคาไมไดจะได

วิธีทํา



ในหัวขอตอไป นักเรียนจะไดศึกษาเกี่ยวกับ

ความตอเนื่องของฟงกชัน ดังนี้

ในหัวขอตอไป นักเรียนจะไดศึกษาเกี่ยวกับ

ความตอเนื่องของฟงกชัน ดังนี้

ในหัวขอตอไป นักเรียนจะไดศึกษาเกี่ยวกับ

ความตอเนื่องของฟงกชัน ดังนี้

ความตอเนื่องของฟงกชันแบงได ความตอเนื่องของฟงกชันแบงได ความตอเนื่องของฟงกชันแบงได 

ความตอเนื่องของฟงกชันความตอเนื่องของฟงกชัน

ความตอเนื่องของฟงกชันแบงได 
ความตอเนื่องที่จุดและความตอเนื่องบนชวง
ความตอเนื่องของฟงกชันแบงได 
ความตอเนื่องที่จุดและความตอเนื่องบนชวง
ความตอเนื่องของฟงกชันแบงได 
ความตอเนื่องที่จุดและความตอเนื่องบนชวง

จากที่เราเคยศึกษาฟงกชัน ณ จุดใดจุดหนึ่งมาแลว

ในหัวขอนี้ เราจะเร่ิมตนศึกษาความตอเนื่องที่จุดกันกอน

ถาพรอมแลวไปกันเลยคะ

จากที่เราเคยศึกษาฟงกชัน ณ จุดใดจุดหนึ่งมาแลว

ในหัวขอนี้ เราจะเร่ิมตนศึกษาความตอเนื่องที่จุดกันกอน

ถาพรอมแลวไปกันเลยคะ

จากที่เราเคยศึกษาฟงกชัน ณ จุดใดจุดหนึ่งมาแลว

ในหัวขอนี้ เราจะเร่ิมตนศึกษาความตอเนื่องที่จุดกันกอน

ถาพรอมแลวไปกันเลยคะ

ในหัวขอตอไป นักเรียนจะไดศึกษาเกี่ยวกับ

ความตอเนื่องของฟงกชัน ดังนี้

ในหัวขอตอไป นักเรียนจะไดศึกษาเกี่ยวกับ

ความตอเนื่องของฟงกชัน ดังนี้

ในหัวขอตอไป นักเรียนจะไดศึกษาเกี่ยวกับ

ความตอเนื่องของฟงกชัน ดังนี้

ความตอเนื่องของฟงกชันแบงได  กรณี คือความตอเนื่องของฟงกชันแบงได  กรณี คือความตอเนื่องของฟงกชันแบงได  กรณี คือความตอเนื่องของฟงกชันแบงได  กรณี คือ
ความตอเนื่องที่จุดและความตอเนื่องบนชวง
ความตอเนื่องของฟงกชันแบงได  กรณี คือ
ความตอเนื่องที่จุดและความตอเนื่องบนชวง
ความตอเนื่องของฟงกชันแบงได  กรณี คือ
ความตอเนื่องที่จุดและความตอเนื่องบนชวง

จากที่เราเคยศึกษาฟงกชัน ณ จุดใดจุดหนึ่งมาแลว

ในหวัขอนี้ เราจะเร่ิมตนศึกษาความตอเนื่องที่จุดกันกอน

ถาพรอมแลวไปกันเลยคะ

จากที่เราเคยศึกษาฟงกชัน ณ จุดใดจุดหนึ่งมาแลว

ในหวัขอนี้ เราจะเร่ิมตนศึกษาความตอเนื่องที่จุดกันกอน

ถาพรอมแลวไปกันเลยคะ

จากที่เราเคยศึกษาฟงกชัน ณ จุดใดจุดหนึ่งมาแลว

ในหวัขอนี้ เราจะเร่ิมตนศึกษาความตอเนื่องที่จุดกันกอน

ถาพรอมแลวไปกันเลยคะ



ความตอเนื่องของฟงกชันความตอเนื่องของฟงกชัน

จากกราฟ ที่  จะเห็นวา

ดังบทนิยามตอไปนี้



ดังนั้น ถาฟงกชัน 

แลว จากกราฟ จะเห็นวา กราฟมีชองวางที่ 

หาคาไมได

เปนฟงกชันไมตอเนื่องที่ 

Y

ความตอเนื่องของฟงกชันความตอเนื่องของฟงกชัน

X

y = f(x)

ดังนั้น ถาฟงกชัน  ไมสอดคลองกับบทนิยามขอใดขอหนึ่ง

แลว เปนฟงกชนัไมตอเนื่องที่ เชน

Y

X

y = f(x)



ตอไปเราจะศึกษาความตอเนื่อง
บนชวงของฟงกชันกันนะคะ

Y

ความตอเนื่องของฟงกชันความตอเนื่องของฟงกชัน

X



ความตอเนื่องของฟงกชันความตอเนื่องของฟงกชัน

เพื่อใหนักเรียนเขาใจบทนิยามของ

ความตอเนื่องบนชวงมากขึ้น
เราไปศึกษาตัวอยางพรอม ๆ กันคะ



ความตอเนื่องของฟงกชันความตอเนื่องของฟงกชัน

และ



ความตอเนื่องของฟงกชันความตอเนื่องของฟงกชัน



จากที่นักเรียนเคยศึกษาเร่ืองความสัมพันธระหวาง

เสนสัมผัสของวงกลมกับรัศมีของวงกลมมาแลว

จากที่นักเรียนเคยศึกษาเร่ืองความสัมพันธระหวาง

เสนสัมผัสของวงกลมกับรัศมีของวงกลมมาแลว

จากที่นักเรียนเคยศึกษาเร่ืองความสัมพันธระหวาง

เสนสัมผัสของวงกลมกับรัศมีของวงกลมมาแลว

ถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลมถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลมถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลม

ความชันของเสนโคงความชันของเสนโคง

ถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลม

ซ่ึงมีเพียง

ถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลม

ซ่ึงมีเพียง

ถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลม

ซ่ึงมีเพียง

นักเรียนคิดวา จะนําความรูเกี่ยวกับลิ

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัส ณ จุด

นักเรียนคิดวา จะนําความรูเกี่ยวกับลิ

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัส ณ จุด

นักเรียนคิดวา จะนําความรูเกี่ยวกับลิ

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัส ณ จุด

จากที่นักเรียนเคยศึกษาเร่ืองความสัมพันธระหวาง

เสนสัมผัสของวงกลมกับรัศมขีองวงกลมมาแลว

จากที่นักเรียนเคยศึกษาเร่ืองความสัมพันธระหวาง

เสนสัมผัสของวงกลมกับรัศมขีองวงกลมมาแลว

จากที่นักเรียนเคยศึกษาเร่ืองความสัมพันธระหวาง

เสนสัมผัสของวงกลมกับรัศมขีองวงกลมมาแลว

ถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลมถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลมถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลมถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลม

ซ่ึงมีเพียง 1 เสน ณ จุดสัมผัสใด ๆ

ถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลม

ซ่ึงมีเพียง 1 เสน ณ จุดสัมผัสใด ๆ

ถานักเรียนตองการหาเสนสัมผัสของวงกลม

ซ่ึงมีเพียง 1 เสน ณ จุดสัมผัสใด ๆ

นักเรียนคิดวา จะนําความรูเกี่ยวกบัลมิิต

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัส ณ จุด ๆ นั้นอยางไร ?

นักเรียนคิดวา จะนําความรูเกี่ยวกบัลมิิต

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัส ณ จุด ๆ นั้นอยางไร ?

นักเรียนคิดวา จะนําความรูเกี่ยวกบัลมิิต

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัส ณ จุด ๆ นั้นอยางไร ?



กําหนด เปนเสนโคง ซึ่งกําหนดโดยสมการ 

โดยที่ เปนจุดบนเสนโคง ดังรูป

ความชันของเสนโคงความชันของเสนโคง

เมื่อลากสวนของเสนตรง ตัดเสนโคง จะไดวา ความชันของสวนของเสนตรง

ที่จุด และจุด 

จะไดวา ความชันของสวนของเสนตรง คอื



Y

y = f(x)

ถาเล่ือนจดุ เขาใกลจุด มากยิ่งขึ้น จนจุด เกือบทับจุด  ดังรูป

C

Q

ความชันของเสนโคงความชันของเสนโคง

X
0

P

ดังรูป

ถาลิมิตของ เม่ือ เขาใกล 

แลวเรียก วา

ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง ณ จุด  

ดังนั้น ความชันของเสนโคง ณ จุด คอื 
ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง ณ จดุ 



เพื่อใหนักเรียนเขาใจการนาํความรูเกี่ยวกับ

ของเสนโคง ณ จุดใดจดุหนึ่งมากย่ิงขึ้น เราไปศึกษาตัวอยางตอไปนี้กันนะคะ

ความชันของเสนโคงความชันของเสนโคง

เพื่อใหนักเรียนเขาใจการนาํความรูเกี่ยวกับลิมิตมาชวยในการหาความชัน

ของเสนโคง ณ จุดใดจดุหนึ่งมากย่ิงขึ้น เราไปศึกษาตัวอยางตอไปนี้กันนะคะ

Y



ความชันของเสนโคงความชันของเสนโคง

Y



อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน

นอกจากการนําความรูเกี่ยวกับลิมิตมาชวยหาความชันของเสนโคงแลว

เรายังนําไปหาอัตราการเปล่ียนแปลงไดอีกดวย 

เราเรียก ถา

ซ่ึงเขียนในรูปสญัลักษณไดเปน

มาชวยหาความชันของเสนโคงแลว

เรายังนําไปหาอัตราการเปล่ียนแปลงไดอกีดวย 

ถาลิมิตหาคาได วา อนุพันธของฟงกชัน  ที่ 

ซ่ึงเขียนในรูปสญัลักษณไดเปน หรือ หรือ



ตอไป เราลองไปดูตัวอยางการหาอนุพันธของฟงกชันกันนะคะ

อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน

ตอไป เราลองไปดูตัวอยางการหาอนุพันธของฟงกชันกันนะคะ



จากตัวอยางที่ผานมา เปนการหาอนุพันธของฟงกชัน 

ตอไปเราจะมาดูตัวอยางการหาอนุพันธของฟงกชัน 

อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน

จากตัวอยางที่ผานมา เปนการหาอนุพันธของฟงกชัน ที่ ใดๆ

ตอไปเราจะมาดูตัวอยางการหาอนุพันธของฟงกชัน ขณะที่ 



อตัราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรของลูกโปงทรงกลมเทียบกบัความยาวรัศม ีเมื่อรัศมียาว 

อตัราการเปลี่ยนแปลงของปรมิาตรของลกูโปงทรงกลมเทยีบกับความยาวรัศมเีทากับเทาไร 

อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน

อตัราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรของลูกโปงทรงกลมเทียบกบัความยาวรัศม ีเมื่อรัศมียาว  เซนติเมตร

อตัราการเปลี่ยนแปลงของปรมิาตรของลกูโปงทรงกลมเทยีบกับความยาวรัศมเีทากับเทาไร เมื่อรัศมียาว เซนติเมตร



อตัราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรของลูกโปงทรงกลมเทียบกบัความยาวรัศม ีเมื่อรัศมียาว 

อตัราการเปลี่ยนแปลงของปรมิาตรของลกูโปงทรงกลมเทยีบกับความยาวรัศมเีทากับเทาไร  เมื่อรัศมียาว  

อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน

อตัราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรของลูกโปงทรงกลมเทียบกบัความยาวรัศม ี

ประมาณ  ลูกบาศกเซนติเมตร/เซนติเมตร

อตัราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรของลูกโปงทรงกลมเทียบกบัความยาวรัศม ีเมื่อรัศมียาว  เซนติเมตร

อตัราการเปลี่ยนแปลงของปรมิาตรของลกูโปงทรงกลมเทยีบกับความยาวรัศมเีทากับเทาไร  เมื่อรัศมียาว  เซนติเมตร

อตัราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรของลูกโปงทรงกลมเทียบกบัความยาวรัศม ี เมื่อรัศมยีาว เซนติเมตร



จากการหาอนุพันธโดยการใช

อาจจะไมสะดวกสําหรับฟงกชันที่ซับซอน 

จากการหาอนุพันธโดยการใช

อาจจะไมสะดวกสําหรับฟงกชันที่ซับซอน 

จากการหาอนุพันธโดยการใช

อาจจะไมสะดวกสําหรับฟงกชันที่ซับซอน 

นักคณิตศาสตรจึงสรางสตูรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมานักคณิตศาสตรจึงสรางสตูรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมานักคณิตศาสตรจึงสรางสตูรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมา

อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน

นักคณิตศาสตรจึงสรางสตูรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมา
เพื่อทําใหการหาอนุพันธของฟงกชันที่ซับซอนงายย่ิงขึ้น 

นักคณิตศาสตรจึงสรางสตูรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมา
เพื่อทําใหการหาอนุพันธของฟงกชันที่ซับซอนงายย่ิงขึ้น 

นักคณิตศาสตรจึงสรางสตูรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมา
เพื่อทําใหการหาอนุพันธของฟงกชันที่ซับซอนงายย่ิงขึ้น 

เราลองมาดูสตูรการหาอนุพันธของฟงกชัน

แตละสูตรไปพรอม ๆ กันนะคะ

เราลองมาดูสตูรการหาอนุพันธของฟงกชัน

แตละสูตรไปพรอม ๆ กันนะคะ

เราลองมาดูสตูรการหาอนุพันธของฟงกชัน

แตละสูตรไปพรอม ๆ กันนะคะ

จากการหาอนุพันธโดยการใชลิมิตเขามาชวย 

อาจจะไมสะดวกสําหรับฟงกชันที่ซับซอน 

จากการหาอนุพันธโดยการใชลิมิตเขามาชวย 

อาจจะไมสะดวกสําหรับฟงกชันที่ซับซอน 

จากการหาอนุพันธโดยการใชลิมิตเขามาชวย 

อาจจะไมสะดวกสําหรับฟงกชันที่ซับซอน 

นักคณิตศาสตรจึงสรางสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมานักคณิตศาสตรจึงสรางสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมานักคณิตศาสตรจึงสรางสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมานักคณิตศาสตรจึงสรางสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมา
เพื่อทําใหการหาอนุพันธของฟงกชันที่ซับซอนงายย่ิงขึ้น 

นักคณิตศาสตรจึงสรางสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมา
เพื่อทําใหการหาอนุพันธของฟงกชันที่ซับซอนงายย่ิงขึ้น 

นักคณิตศาสตรจึงสรางสูตรการหาอนุพันธของฟงกชันขึ้นมา
เพื่อทําใหการหาอนุพันธของฟงกชันที่ซับซอนงายย่ิงขึ้น 

เราลองมาดูสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน

แตละสูตรไปพรอม ๆ กันนะคะ

เราลองมาดูสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน

แตละสูตรไปพรอม ๆ กันนะคะ

เราลองมาดูสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน

แตละสูตรไปพรอม ๆ กันนะคะ



อนุพันธุของฟงกชันอนุพันธุของฟงกชัน



อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน



อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน



และ

อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน



จากที่เราไดศึกษาสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 

นักเรียนคิดวา เราสามารถนําเรื่องอนุพนัธ

มาชวยหาความชันของเสนสัมผสัเสนโคงไดหรือไม 

จากที่เราไดศึกษาสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 

นักเรียนคิดวา เราสามารถนําเรื่องอนุพนัธ

มาชวยหาความชันของเสนสัมผสัเสนโคงไดหรือไม 

จากที่เราไดศึกษาสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 

นักเรียนคิดวา เราสามารถนําเรื่องอนุพนัธ

มาชวยหาความชันของเสนสัมผสัเสนโคงไดหรือไม 

จากสูตรการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง 

อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน

แสดงวา เราสามารถนําสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน
มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงไดเชนกนั
แสดงวา เราสามารถนําสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงไดเชนกนั
แสดงวา เราสามารถนําสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงไดเชนกนั

จากที่เราไดศึกษาสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 

นักเรียนคิดวา เราสามารถนาํเรื่องอนุพันธ

มาชวยหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงไดหรือไม ?

จากที่เราไดศึกษาสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 

นักเรียนคิดวา เราสามารถนาํเรื่องอนุพันธ

มาชวยหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงไดหรือไม ?

จากที่เราไดศึกษาสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 

นักเรียนคิดวา เราสามารถนาํเรื่องอนุพันธ

มาชวยหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงไดหรือไม ?

จากสูตรการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง 

แสดงวา เราสามารถนําสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน
มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงไดเชนกัน
แสดงวา เราสามารถนําสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงไดเชนกัน
แสดงวา เราสามารถนําสูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน

มาชวยในการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงไดเชนกัน



จะได ความชนัของเสนสัมผัสเสนโคง คือ

อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน

เน่ืองจากเสนสัมผัสเสนโคงตองขนานกบัแกน  

จะไดวา เสนสัมผัสเสนโคงจะมีความชนัเทากบั 

Y



อนุพันธของฟงกชันอนุพันธของฟงกชัน

ดังนั้น

Y



จากที่ไดศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชัน 

เราหาอนุพันธของฟงกชันเพียงหนึ่งฟงกชันเทานั้น

จากที่ไดศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชัน 

เราหาอนุพันธของฟงกชันเพียงหนึ่งฟงกชันเทานั้น

จากที่ไดศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชัน 

เราหาอนุพันธของฟงกชันเพียงหนึ่งฟงกชันเทานั้น

ตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนัตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนัตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนั

อนุพันธของฟงกชันประกอบอนุพันธของฟงกชันประกอบ

ตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนั

สองฟงกชนั ซ่ึงเปนฟงกชันประกอบกันบาง

ตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนั

สองฟงกชนั ซ่ึงเปนฟงกชันประกอบกันบาง

ตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนั

สองฟงกชนั ซ่ึงเปนฟงกชันประกอบกันบาง

โดยเราจะหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ 

โดยใชกฎที่สําคัญ เรยีกวา 

โดยเราจะหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ 

โดยใชกฎที่สําคัญ เรยีกวา 

โดยเราจะหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ 

โดยใชกฎที่สําคัญ เรยีกวา 

จากที่ไดศึกษาการหาอนุพันธของฟงกชัน 

เราหาอนุพันธของฟงกชันเพยีงหนึ่งฟงกชันเทานั้น

จากที่ไดศึกษาการหาอนุพันธของฟงกชัน 

เราหาอนุพันธของฟงกชันเพยีงหนึ่งฟงกชันเทานั้น

จากที่ไดศึกษาการหาอนุพันธของฟงกชัน 

เราหาอนุพันธของฟงกชันเพยีงหนึ่งฟงกชันเทานั้น

ตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนัตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนัตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนัตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนั

สองฟงกชนั ซ่ึงเปนฟงกชันประกอบกันบาง

ตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนั

สองฟงกชนั ซ่ึงเปนฟงกชันประกอบกันบาง

ตอไปเราจะศึกษาการหาอนุพนัธของฟงกชนั

สองฟงกชนั ซ่ึงเปนฟงกชันประกอบกันบาง

โดยเราจะหาอนพุันธของฟงกชันประกอบ 

โดยใชกฎที่สําคัญ เรยีกวา กฎลูกโซ

โดยเราจะหาอนพุันธของฟงกชันประกอบ 

โดยใชกฎที่สําคัญ เรยีกวา กฎลูกโซ

โดยเราจะหาอนพุันธของฟงกชันประกอบ 

โดยใชกฎที่สําคัญ เรยีกวา กฎลูกโซ



และ

จากฟงกชันทีก่ําหนด จะเห็นวา ฟงกชัน 

อนุพันธของฟงกชันประกอบอนุพันธของฟงกชันประกอบ

จากฟงกชันทีก่ําหนด จะเห็นวา ฟงกชัน 

ส่ิงที่โจทยตองการ คือ 

จากฟงกชันทีก่ําหนด จะเห็นวา ฟงกชัน อยูในรูปตัวแปร จากฟงกชันทีก่ําหนด จะเห็นวา ฟงกชัน อยูในรูปตัวแปร 

และฟงกชัน อยูในรูปตัวแปร 

ส่ิงที่โจทยตองการ คือ เราจึงใชกฎลูกโซในการหาคําตอบ ดังนี้

จะไดวา เปนฟงกชันที่มีอนุพันธเทียบกับ 

และ เปนฟงกชันที่มีอนุพันธเทียบกับ ดังนี้



จากขั้นตอนการหาอนุพันธของฟงกชันประกอบขางตน

สอดคลองกับสตูรที่ 

จากขั้นตอนการหาอนุพันธของฟงกชันประกอบขางตน

สอดคลองกับสตูรที่ 

จากขั้นตอนการหาอนุพันธของฟงกชันประกอบขางตน

สอดคลองกับสตูรที่ 

อนุพันธของฟงกชันประกอบอนุพันธของฟงกชันประกอบ

นอกจากนี้ เรายงัมีฟงกชันบางฟงกชัน

ที่สามารถนาํกฎลูกโซเขามาชวยในการหาคําตอบได

ดังตัวอยางตอไปนี้

นอกจากนี้ เรายงัมีฟงกชันบางฟงกชัน

ที่สามารถนาํกฎลูกโซเขามาชวยในการหาคําตอบได

ดังตัวอยางตอไปนี้

นอกจากนี้ เรายงัมีฟงกชันบางฟงกชัน

ที่สามารถนาํกฎลูกโซเขามาชวยในการหาคําตอบได

ดังตัวอยางตอไปนี้

จากขั้นตอนการหาอนุพนัธของฟงกชันประกอบขางตน

 ของการหาอนุพนัธของฟงกชัน คือ

จากขั้นตอนการหาอนุพนัธของฟงกชันประกอบขางตน

 ของการหาอนุพนัธของฟงกชัน คือ

จากขั้นตอนการหาอนุพนัธของฟงกชันประกอบขางตน

 ของการหาอนุพนัธของฟงกชัน คือ

นอกจากนี้ เรายงัมีฟงกชันบางฟงกชัน

ที่สามารถนํากฎลูกโซเขามาชวยในการหาคําตอบได

ดังตัวอยางตอไปนี้

นอกจากนี้ เรายงัมีฟงกชันบางฟงกชัน

ที่สามารถนํากฎลูกโซเขามาชวยในการหาคําตอบได

ดังตัวอยางตอไปนี้

นอกจากนี้ เรายงัมีฟงกชันบางฟงกชัน

ที่สามารถนํากฎลูกโซเขามาชวยในการหาคําตอบได

ดังตัวอยางตอไปนี้



อนุพันธของฟงกชันประกอบอนุพันธของฟงกชันประกอบ

โดยอนุพันธเหลานั้นเปนการหาอนุพันธอันดบัที่ 

แตนักเรียนทราบหรือไมวา เราสามารถหาอนุพันธอันดับที่ 

จากการศึกษาอนุพันธของฟงกชัน 

โดยอนุพันธเหลานั้นเปนการหาอนุพันธอันดบัที่  

แตนักเรียนทราบหรือไมวา เราสามารถหาอนุพันธอันดับที่ 

อันดับที่  หรืออันดับอื่น ๆ ได



ซ่ึงการหาอนุพันธของฟงกชันสามารถหาไดเร่ือย ๆ 

เมื่ออนุพันธของฟงกชันเปนฟงกชันตอเนื่องทกุ ๆ จุด

เราเรียกอนุพันธเหลานี้วา อนุพันธอันดบัสูง

ซ่ึงการหาอนุพันธของฟงกชันสามารถหาไดเร่ือย ๆ 

เมื่ออนุพันธของฟงกชันเปนฟงกชันตอเนื่องทกุ ๆ จุด

เราเรียกอนุพันธเหลานี้วา อนุพันธอันดบัสูง

ซ่ึงการหาอนุพันธของฟงกชันสามารถหาไดเร่ือย ๆ 

เมื่ออนุพันธของฟงกชันเปนฟงกชันตอเนื่องทกุ ๆ จุด

เราเรียกอนุพันธเหลานี้วา อนุพันธอันดบัสูง

อนุพันธอันดับสูงอนุพันธอันดับสูง

ซ่ึงการหาอนุพันธของฟงกชันสามารถหาไดเร่ือย ๆ 

เมื่ออนุพนัธของฟงกชันเปนฟงกชันตอเนื่องทกุ ๆ จุด

อนุพันธอันดบัสูง

ซ่ึงการหาอนุพันธของฟงกชันสามารถหาไดเร่ือย ๆ 

เมื่ออนุพนัธของฟงกชันเปนฟงกชันตอเนื่องทกุ ๆ จุด

อนุพันธอันดบัสูง

ซ่ึงการหาอนุพันธของฟงกชันสามารถหาไดเร่ือย ๆ 

เมื่ออนุพนัธของฟงกชันเปนฟงกชันตอเนื่องทกุ ๆ จุด

อนุพันธอันดบัสูง



นักเรียนจําไดไหมวา เร่ือง การเคล่ือนที่ของวัตถุ

เกี่ยวของกับระยะทาง ความเร็ว และความเรง 

ที่มีความสัมพันธจากการหาอนุพันธของฟงกชัน 

อนุพันธอันดับสูงอนุพันธอันดับสูง

หรืออาจใชอนุพันธอันดับที่  ของความเร็วแทนความเรง 

ซ่ึงความเร็วไดจากการหาอนุพันธของระยะทาง 

และความเรงไดจากการหาอนุพันธของความเร็ว

สามารถเขียนในรูปสัญลักษณได ดังนี้

นักเรียนจําไดไหมวา เร่ือง การเคล่ือนที่ของวัตถุ

เกี่ยวของกับระยะทาง ความเร็ว และความเรง 

ที่มีความสัมพันธจากการหาอนุพันธของฟงกชัน 

สามารถเขียนในรูปสัญลักษณได ดังนี้

ของความเร็วแทนความเรง คอื



วิธีทํา

อนุพันธอันดับสูงอนุพันธอันดับสูง



นอกจากการนําอนุพนัธไปประยุกตกับการเคลื่อนที่ของวัตถุ

แลวยังสามารถนํามาประยกุตกับฟงกชันเพ่ือพิจารณา

องคประกอบตาง ๆ ของฟงกชนัไดอีกดวย

นอกจากการนําอนุพนัธไปประยุกตกับการเคลื่อนที่ของวัตถุ

แลวยังสามารถนํามาประยกุตกับฟงกชันเพ่ือพิจารณา

องคประกอบตาง ๆ ของฟงกชนัไดอีกดวย

นอกจากการนําอนุพนัธไปประยุกตกับการเคลื่อนที่ของวัตถุ

แลวยังสามารถนํามาประยกุตกับฟงกชันเพ่ือพิจารณา

องคประกอบตาง ๆ ของฟงกชนัไดอีกดวย

นักเรียนสงสัยใชไหมคะวา จะนําเร่ืองอนุพันธ

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

นักเรียนสงสัยใชไหมคะวา จะนําเร่ืองอนุพันธ

มาประยุกตอยางไร เราไปศึกษาพรอม

นอกจากการนําอนุพันธไปประยุกตกับการเคลื่อนที่ของวัตถุ

แลวยังสามารถนํามาประยกุตกับฟงกชันเพ่ือพิจารณา

ๆ ของฟงกชนัไดอีกดวย

นอกจากการนําอนุพันธไปประยุกตกับการเคลื่อนที่ของวัตถุ

แลวยังสามารถนํามาประยกุตกับฟงกชันเพ่ือพิจารณา

ๆ ของฟงกชนัไดอีกดวย

นอกจากการนําอนุพันธไปประยุกตกับการเคลื่อนที่ของวัตถุ

แลวยังสามารถนํามาประยกุตกับฟงกชันเพ่ือพิจารณา

ๆ ของฟงกชนัไดอีกดวย

นักเรียนสงสยัใชไหมคะวา จะนําเร่ืองอนุพันธนักเรียนสงสยัใชไหมคะวา จะนําเร่ืองอนุพันธ

มาประยุกตอยางไร เราไปศึกษาพรอม ๆ กันเลยคะ



ใหนักเรียนพิจารณากราฟตอไปนี้

การประยุกตเร่ืองแรก คอื 

การหาฟงกชันเพิม่และฟงกชันลด

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

ใหนักเรียนพิจารณากราฟตอไปนี้

Y



และชวงทีค่าของ และ มีความสัมพันธในทิศทางตรงขามกัน

เราเรยีกวา เปนฟงกชนัลด ดังรูป

ซ่ึงชวงที่คาของ และ มีความสัมพันธในทิศทางเดียวกัน

เราเรยีกวา เปนฟงกชนัเพ่ิม ดังรูป

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

เราเรยีกวา เปนฟงกชนัลด ดังรูป

มีความสัมพันธในทิศทางตรงขามกัน

มีความสัมพันธในทิศทางเดียวกัน

Y

ฟงกชันเพ่ิม ฟงกชันลด ฟงกชันเพ่ิม



จากที่กลาวมา 

สอดคลองกับบทนิยามที่นักคณิตศาสตรสรางไว ดังนี้

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

สอดคลองกับบทนิยามที่นักคณิตศาสตรสรางไว ดังนี้



และยังมอีีกหนึ่งวิธีในการหาชวงของฟงกชนัเพ่ิม

และฟงกชันลด คอื การหาอนุพันธของฟงกชัน 

ณ จุด ใดๆ ในชวงนั้นๆ ดังทฤษฎีบทตอไปนี้

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

และยังมอีีกหนึ่งวิธีในการหาชวงของฟงกชันเพ่ิม

และฟงกชันลด คอื การหาอนุพันธของฟงกชัน 

ใดๆ ในชวงนั้นๆ ดังทฤษฎีบทตอไปนี้



ตอไปเราจะมาศึกษาตัวอยางการหาฟงกชันเพิ่ม

และฟงกชันลดกันนะคะ

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

Y

ตอไปเราจะมาศึกษาตัวอยางการหาฟงกชันเพิ่ม



การประยุกตเร่ืองถัดไป คือ 

การหาคาสูงสุดสัมพทัธและตํ่าสดุสัมพัทธ

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

Y



X

Y

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

Y



คาํตอบท่ีไดจากตัวอยาง สอดคลองกับบทนยิามตอไปนี้

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

คําตอบที่ไดจากตัวอยาง สอดคลองกับบทนิยามตอไปนี้



การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

Y



การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

Y



จากขอสรุปที่ไดนั้นสอดคลองกับทฤษฎีบทและบทนิยามตอไปนี้

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

จากขอสรุปที่ไดนั้นสอดคลองกับทฤษฎีบทและบทนิยามตอไปนี้



นักเรียนคะ นอกจากคาของอนุพันธอันดบัที่ 

จะสามารถบอกไดวา ฟงกชัน 
และตํ่าสุดสัมพทัธแลว

นักเรียนคะ นอกจากคาของอนุพันธอันดบัที่ 

จะสามารถบอกไดวา ฟงกชัน 
และตํ่าสุดสัมพทัธแลว

นักเรียนคะ นอกจากคาของอนุพันธอันดบัที่ 

จะสามารถบอกไดวา ฟงกชัน 
และตํ่าสุดสัมพทัธแลว

คาของอนุพันธอันดับที่ คาของอนุพันธอันดับที่ คาของอนุพันธอันดับที่ 

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

คาของอนุพันธอันดับที่ 

ฟงกชัน 

คาของอนุพันธอันดับที่ 

ฟงกชัน 

คาของอนุพันธอันดับที่ 

ฟงกชัน 

นักเรียนคะ นอกจากคาของอนุพันธอันดบัที่  ของฟงกชนั 

จะสามารถบอกไดวา ฟงกชัน ที่จุดใดใหคาสูงสุดสัมพัทธ
และตํ่าสุดสัมพัทธแลว

นักเรียนคะ นอกจากคาของอนุพันธอันดบัที่  ของฟงกชนั 

จะสามารถบอกไดวา ฟงกชัน ที่จุดใดใหคาสูงสุดสัมพัทธ
และตํ่าสุดสัมพัทธแลว

นักเรียนคะ นอกจากคาของอนุพันธอันดบัที่  ของฟงกชนั 

จะสามารถบอกไดวา ฟงกชัน ที่จุดใดใหคาสูงสุดสัมพัทธ
และตํ่าสุดสัมพัทธแลว

คาของอนุพนัธอันดับที่  ของฟงกชนั ก็สามารถบอกไดเชนกันวาคาของอนุพนัธอันดับที่  ของฟงกชนั ก็สามารถบอกไดเชนกันวาคาของอนุพนัธอันดับที่  ของฟงกชนั ก็สามารถบอกไดเชนกันวาคาของอนุพนัธอันดับที่  ของฟงกชนั ก็สามารถบอกไดเชนกันวา

ฟงกชัน ที่จุดใดใหคาสูงสุดสัมพัทธและตํ่าสุดสัมพัทธ

คาของอนุพนัธอันดับที่  ของฟงกชนั ก็สามารถบอกไดเชนกันวา

ฟงกชัน ที่จุดใดใหคาสูงสุดสัมพัทธและตํ่าสุดสัมพัทธ

คาของอนุพนัธอันดับที่  ของฟงกชนั ก็สามารถบอกไดเชนกันวา

ฟงกชัน ที่จุดใดใหคาสูงสุดสัมพัทธและตํ่าสุดสัมพัทธ



เราลองไปศึกษาตัวอยางพรอม ๆ กันเลยคะ

โดยคาของอนุพันธอันดับที่  ของฟงกชัน 
สอดคลองกับทฤษฎีบทตอไปนี้

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ



การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

Y



แตเมื่อเราตองการจุดสูงสุดและตํ่าสุดเพียงจุดเดียว จุดเหลานั้น

จะเรียกวา จุดสูงสุดสัมบรูณและจุดตํ่าสุดสัมบรูณ

จากที่นักเรียนไดศึกษา เรื่อง คาสูงสุดสัมพัทธและตํ่าสุดสัมพัทธ
นักเรียนจะทราบวา คาสงูสุดสัมพัทธและตํ่าสุดสัมพัทธมีไดหลายคา

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

แตเมื่อเราตองการจุดสงูสุดและตํ่าสุดเพียงจุดเดียว จุดเหลานั้น

จุดสูงสุดสัมบูรณและจดุตํ่าสุดสัมบรูณ ตามลําดับ

ดังบทนิยามตอไปนี้

จากที่นักเรียนไดศึกษา เร่ือง คาสูงสุดสัมพัทธและตํ่าสุดสัมพัทธ
นักเรียนจะทราบวา คาสูงสุดสมัพัทธและตํ่าสุดสัมพัทธมีไดหลายคา



เมื่อเราทราบขั้นตอนกันแลว เราลองนําข้ันตอนเหลานี้ไปหา

คาสูงสุดสัมบูรณและตํ่าสุดสัมบูรณของฟงกชัน 
ในตัวอยางตอไปกันเลยคะ

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

เมื่อเราทราบขั้นตอนกันแลว เราลองนําข้ันตอนเหลานี้ไปหา

คาสงูสุดสัมบูรณและตํ่าสุดสมับูรณของฟงกชัน 



การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ



นอกจากนี้ เรายงัสามารถนําคาสูงสุดและคาตํ่าสุด

การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ

โดยการแกโจทยปญหานั้น ๆ มีขั้นตอน ดังนี้

นอกจากนี้ เรายงัสามารถนําคาสูงสุดและคาตํ่าสุด

ไปประยกุตใชกับโจทยปญหาไดอีกดวยนะคะ

เมื่อเราทราบขั้นตอนแลว 

ไปศึกษาตัวอยางการประยุกตพรอม ๆ กันไปศึกษาตัวอยางการประยุกตพรอมๆ กัน



การประยุกตของอนุพันธการประยุกตของอนุพันธ



จากความสัมพันธ นักเรียนสามารถอธิบาย

นักเรียนยังจํากันไดไหมคะวา ระยะทาง เวลา 

และความเรว็ของวัตถุมีความสัมพันธกนัอยางไร ?

ตอไปเราจะมาศึกษากระบวนการตรงขามกับ

การหาอนพุันธ ซ่ึงเรียกวา การหาปฏิยานุพนัธ 

จากสถานการณตัวอยางกันนะคะ

ยานุพันธของฟงกชันยานุพันธของฟงกชัน

จากความสัมพันธ นักเรียนสามารถอธิบาย

กระบวนการคิดไดอยางไรบางคะ ?

ความสัมพันธระหวางระยะทาง เวลา

ยานพุนัธ 

เวลา และความเร็ว  ของวัตถุ คือ



นักเรียนสังเกตหรือไมวา สมการของความเร็ว

เมื่อเราหาสมการของความเร็วในการเคลื่อนที่

ของเกงและแกมจากความสัมพนัธ จะไดวา

ยานุพันธของฟงกชันยานุพันธของฟงกชัน

นักเรียนสังเกตหรือไมวา สมการของความเร็ว

ในการเคลื่อนที่ของเกงและแกมเปนอยางไร ?

จะไดวา



จากสมการของความเรว็ในการเคลื่อนที่ของเกงและแกม

นักเรียนจะเห็นวา เปนสมการเดยีวกัน

จากสมการของความเรว็ในการเคลื่อนที่ของเกงและแกม

นักเรียนจะเห็นวา เปนสมการเดยีวกัน

จากสมการของความเรว็ในการเคลื่อนที่ของเกงและแกม

นักเรียนจะเห็นวา เปนสมการเดยีวกัน

ทําใหเราทราบวา สมการของความเร็วในการเคล่ือนที่สมการหนึ่ง

สามารถหาไดจากสมการของระยะทางในการเคล่ือนท่ีมากกวาหนึ่งสมการ

ทําใหเราทราบวา สมการของความเร็วในการเคล่ือนที่สมการหนึ่ง

สามารถหาไดจากสมการของระยะทางในการเคล่ือนท่ีมากกวาหนึ่งสมการ

ทําใหเราทราบวา สมการของความเร็วในการเคล่ือนที่สมการหนึ่ง

สามารถหาไดจากสมการของระยะทางในการเคล่ือนท่ีมากกวาหนึ่งสมการ

ยานุพันธของฟงกชันยานุพันธของฟงกชัน

สมการของความเร็วหาไดจากอนุพันธของสมการของระยะทาง 

แตสมการของระยะทางหาไดจากกระบวนการตรงขามกับ

การหาอนพุันธ เรียกวา 

สมการของความเร็วหาไดจากอนุพันธของสมการของระยะทาง 

แตสมการของระยะทางหาไดจากกระบวนการตรงขามกับ

การหาอนพุันธ เรียกวา 

สมการของความเร็วหาไดจากอนุพันธของสมการของระยะทาง 

แตสมการของระยะทางหาไดจากกระบวนการตรงขามกับ

การหาอนพุันธ เรียกวา 

จากสมการของความเร็วในการเคลื่อนที่ของเกงและแกม

นักเรียนจะเห็นวา เปนสมการเดยีวกัน

จากสมการของความเร็วในการเคลื่อนที่ของเกงและแกม

นักเรียนจะเห็นวา เปนสมการเดยีวกัน

จากสมการของความเร็วในการเคลื่อนที่ของเกงและแกม

นักเรียนจะเห็นวา เปนสมการเดยีวกัน

ทําใหเราทราบวา สมการของความเร็วในการเคล่ือนที่สมการหนึ่ง

สามารถหาไดจากสมการของระยะทางในการเคล่ือนท่ีมากกวาหนึ่งสมการ

ทําใหเราทราบวา สมการของความเร็วในการเคล่ือนที่สมการหนึ่ง

สามารถหาไดจากสมการของระยะทางในการเคล่ือนท่ีมากกวาหนึ่งสมการ

ทําใหเราทราบวา สมการของความเร็วในการเคล่ือนที่สมการหนึ่ง

สามารถหาไดจากสมการของระยะทางในการเคล่ือนท่ีมากกวาหนึ่งสมการ

หรือกลาวไดวา 

สมการของความเร็วหาไดจากอนุพันธของสมการของระยะทาง 

แตสมการของระยะทางหาไดจากกระบวนการตรงขามกับ

การหาอนพุันธ เรียกวา ปฏิยานพุนัธ 

หรือกลาวไดวา 

สมการของความเร็วหาไดจากอนุพันธของสมการของระยะทาง 

แตสมการของระยะทางหาไดจากกระบวนการตรงขามกับ

การหาอนพุันธ เรียกวา ปฏิยานพุนัธ 

หรือกลาวไดวา 

สมการของความเร็วหาไดจากอนุพันธของสมการของระยะทาง 

แตสมการของระยะทางหาไดจากกระบวนการตรงขามกับ

การหาอนพุันธ เรียกวา ปฏิยานพุนัธ 



จากที่กลาวมา เปนไปตามบทนิยามตอไปนี้

ซ่ึงปฏิยานุพันธหาไดจากสูตรอนุพันธ ดงันี้

ยานุพันธของฟงกชันยานุพันธของฟงกชัน

จะได

จากสูตรการหาอนุพนัธ

ดังนั้น ปฏยิานุพันธของ เมื่อ เปนคาคงตัว



ปริพันธไมจํากัดเขตปริพันธไมจํากัดเขต

ซ่ึงการหาปริพันธของฟงกชันสามารถใช

สูตรพื้นฐานตอไปนี้



ปริพันธไมจํากัดเขตปริพันธไมจํากัดเขต

ดังนั้น

เราลองไปศึกษาตัวอยางการนําสูตรพื้นฐาน

ไปใชการหาปรพิันธกันเลยคะ

สูตรที่  และ สูตรที่  และ สูตรที่  และ 

เมื่อ เปนคาคงตัว

เมื่อ เปนคาคงตัว

สูตรที่  และ สูตรที่  และ สูตรที่  และ 

สูตรที่ สูตรที่ สูตรที่ 

สูตรที่  และ สูตรที่  และ สูตรที่  และ 



ปริพันธไมจํากัดเขตปริพันธไมจํากัดเขต

ใหหา

ดังนั้น

เมื่อ เปนคาคงตัว

เมื่อ เปนคาคงตัว

ดังตัวอยางตอไปนี้คะ 



ใหหากําหนด

ปริพันธไมจํากัดเขตปริพันธไมจํากัดเขต

 จากตัวอยางการหาปริพันธไมจํากัดเขต นักเรียนคิดวาเราสามารถ

นําปริพนัธไมจํากัดเขตไปประยุกตใชกับเร่ืองใดไดบาง

ดังนั้น เมื่อ เปนคาคงตัว

เมื่อ เปนคาคงตัว

ใหหา

จากตัวอยางการหาปริพันธไมจํากัดเขต นักเรียนคิดวาเราสามารถ

นําปริพันธไมจํากัดเขตไปประยุกตใชกับเร่ืองใดไดบาง ?

เปนคาคงตัว

เปนคาคงตัว



ในหัวขอนี้ เราจะนําเสนอการประยุกตของปริพันธไมจํากดัเขต

ในทางเรขาคณิตและการเคล่ือนที่ของวัตถุ ดังนี้

ปริพันธไมจํากัดเขตปริพันธไมจํากัดเขต

ดังนั้น สมการเสนโคงใด ๆ คอื

เมื่อ 

ในหัวขอนี้ เราจะนําเสนอการประยุกตของปริพันธไมจํากดัเขต

ในทางเรขาคณิตและการเคล่ือนที่ของวัตถุ ดังนี้

เมื่อ เปนคาคงตัว



ปริพันธไมจํากัดเขตปริพันธไมจํากัดเขต

เมื่อ เปนคาคงตัว

จะได

ดังนั้น ความเร็วของวัตถุขณะเวลา ใด ๆ คือ

เมื่อ เปนคาคงตัวเปนคาคงตัวเปนคาคงตัว



ปริพันธไมจํากัดเขตปริพันธไมจํากัดเขต

จะได

ดังนั้น ตําแหนงของวัตถุขณะเวลา ใด ๆ คือ

เมื่อ เปนคาคงตัว

จะได

เปนคาคงตัว



ตอไปเราจะมาศึกษาปริพันธจํากดัเขตกันนะคะตอไปเราจะมาศึกษาปริพันธจํากดัเขตกันนะคะตอไปเราจะมาศึกษาปริพันธจํากดัเขตกันนะคะ

ปริพันธจํากัดเขตปริพันธจํากัดเขต

ตอไปเราจะมาศึกษาปริพันธจํากดัเขตกันนะคะตอไปเราจะมาศึกษาปริพันธจํากดัเขตกันนะคะตอไปเราจะมาศึกษาปริพันธจํากดัเขตกันนะคะ





ซ่ึงปริพันธจํากัดเขตตองอาศยัทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส ดังนี้

ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส

ปริพันธจํากัดเขตปริพันธจํากัดเขต

เรียก 

ซ่ึงปริพนัธจํากัดเขตตองอาศัยทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส ดังนี้

จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคลูัส

เรียก วา ลิมิตลาง และเรียก วา ลิมติบน



นอกจากทฤษฎบีทหลักมูลของแคลคูลัสนี้แลวยังมีสมบัติของปริพันธจํากัดเขต ดังตอไปนี้

กาํหนด และ เปนฟงกชนัที่มปีริพันธไดบนชวง 

สมบัตขิองปริพันธจํากัดเขต

ปริพันธจํากัดเขตปริพันธจํากัดเขต

นอกจากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัสนี้แลวยังมีสมบัติของปริพันธจํากัดเขต ดังตอไปนี้

เปนฟงกชนัที่มปีริพันธไดบนชวง 



ใหหาคาของ 

จากโจทย

จะได

เมื่อ เปนคาคงตัว

ดังนั้น

ปริพันธจํากัดเขตปริพันธจํากัดเขต

นั่นคอื

เปนคาคงตัว

เราไปศึกษาตัวอยาง

การหาปริพันธจํากัดเขตกันเลยคะ



เมื่อนักเรียนเขาใจแลว เราไปศึกษาตัวอยางเพิ่มเติมเก่ียวกับการหาปริพันธจาํกัดเขตกนัเลยคะ

ปริพันธจํากัดเขตปริพันธจํากัดเขต

กําหนด

เมื่อนักเรียนเขาใจแลว เราไปศึกษาตัวอยางเพิ่มเติมเก่ียวกับการหาปริพันธจาํกัดเขตกันเลยคะ

ใหหาคาของ



พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคงพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง



ใหหาพ้ืนที่ซ่ึงปดลอมดวยเสนโคง 

จากโจทย เขยีนพื้นทีซ่ึ่งปดลอมดวยเสนโคง กับแกน 

พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคงพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง

เนื่องจากมีบางสวนของเสนโคง อยูใตแกน 

เราจึงตองแบงพื้นที่ปดลอมเปน ชวง ดังรูป

จะได      พื้นที่ปดลอม

กับแกน 

กับแกน Y



ใหหาพ้ืนที่ซ่ึงปดลอมดวยเสนโคง 

พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคงพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง

จากโจทย เขยีนพื้นทีซ่ึ่งปดลอมดวยเสนโคง กับแกน 

ดังนั้น พื้นที่ซ่ึงปดลอมดวยเสนโคง กับแกน  เทากบั

เนื่องจากมีบางสวนของเสนโคง อยูใตแกน 

เราจึงตองแบงพื้นที่ปดลอมเปน ชวง ดังรูป

จะได      พื้นที่ปดลอม

กับแกน 

Yกับแกน 

เทากบั ตารางหนวย



พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคงพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง

ซ่ึงพ้ืนท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง ซ่ึงพ้ืนท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง ซ่ึงพ้ืนท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง ซ่ึงพ้ืนท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง ซ่ึงพ้ืนท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง ซ่ึงพ้ืนท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง ซ่ึงพื้นท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง หาไดจากสูตรซ่ึงพื้นท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง หาไดจากสูตรซ่ึงพื้นท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง หาไดจากสูตรซ่ึงพื้นท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง หาไดจากสูตร

 

ซ่ึงพื้นท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง หาไดจากสูตร

 

ซ่ึงพื้นท่ีปดลอมระหวางเสนโคงบนชวง หาไดจากสูตร

 



ไดจากการหาจุดตัดของเสนโคงและเสนตรง โดยให

พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคงพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง

เทากับ ตารางหนวย

จะได  พื้นที่ปดลอม 

Y



นักเรียนยังจําคําถามในตอนตนเกี่ยวกับ

แรงขับเคล่ือนของจรวดไดไหมคะ ?

แรงขับเคล่ือนของจรวดหาไดจากสูตร 

คอื มวลและความเร็วของวัตถุ ตามลําดบั

เราจะนําความรูเก่ียวกบัแคลคูลัสมาหาแรงขับเคล่ือนของจรวดไดอยางไร 

ซ่ึงมาจากกฎการเคล่ือนที่ของนิวตัน โดย และ  

เราจะนําความรูเก่ียวกับแคลคูลัสมาหาแรงขับเคล่ือนของจรวดไดอยางไร ?



แรงขับเคล่ือนของจรวดหาไดจากสูตร 

คอื มวลและความเร็วของวัตถุ ตามลําดับ

วิธีทํา จากสูตรการหาแรงขบัเคล่ือนของจรวด

ตามลําดับ นักเรียนจะเห็นวา แรงขับเคลื่อน 

การหาอนพุันธมาชวยได ดังนี้

เปนอยางไรกันบางคะ
เกี่ยวกับแคลคูลัสที่เราศึกษามาประยุกตใชกับชีวิตจริง

ซ่ึงมาจากกฎการเคล่ือนที่ของนิวตัน โดย และ  

โดย และ   คอื มวลและความเร็วของวัตถุ 

ตามลําดับ นักเรียนจะเห็นวา แรงขับเคลื่อน หาไดจากการหาอนุพันธของฟงกชัน ซ่ึงเราสามารถนําสูตร

เปนอยางไรกันบางคะ สําหรับการนําความรู
เกี่ยวกับแคลคูลัสที่เราศึกษามาประยุกตใชกับชีวิตจริง



นักเรียนไดรับความรู เร่ือง แคลคลูสัเบื้องตน 

อยางครบถวนแลว หวงัวานกัเรียนจะนําความรูไปใช
ในชีวิตจริงไดอีกหลาย

นักเรียนไดรับความรู เร่ือง แคลคลูสัเบื้องตน 

อยางครบถวนแลว หวงัวานกัเรียนจะนําความรูไปใช
ในชีวิตจริงไดอีกหลาย

นักเรียนไดรับความรู เร่ือง แคลคลูสัเบื้องตน 

อยางครบถวนแลว หวงัวานกัเรียนจะนําความรูไปใช
ในชีวิตจริงไดอีกหลาย

แลวพบกันใหมคะแลวพบกันใหมคะ

นักเรียนไดรับความรู เร่ือง แคลคลูสัเบื้องตน 

อยางครบถวนแลว หวงัวานกัเรียนจะนําความรูไปใช
ในชีวิตจริงไดอีกหลาย ๆ เร่ืองเลยนะคะ

นักเรียนไดรับความรู เร่ือง แคลคลูสัเบื้องตน 

อยางครบถวนแลว หวงัวานกัเรียนจะนําความรูไปใช
ในชีวิตจริงไดอีกหลาย ๆ เร่ืองเลยนะคะ

นักเรียนไดรับความรู เร่ือง แคลคลูสัเบื้องตน 

อยางครบถวนแลว หวงัวานกัเรียนจะนําความรูไปใช
ในชีวิตจริงไดอีกหลาย ๆ เร่ืองเลยนะคะ

แลวพบกันใหมคะแลวพบกันใหมคะ


